DST 6 Correction

Exercice 1 (5 points) (Asie, juin 2011)

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (0 ; 7, 7).

1) Etude d’une fonction f.

On considére la f définie sur I’intervalle ]0; 4+oo[ par f(x) = lnTx

On note f” la fonction dérivée de la fonction f sur I’intervalle |0; +oo].

On note C; la courbe représentative de la fonction f dans le repere orthonormal (0 ;7, 7). La courbe Cy est
représentée en annexe a rendre avec la copie.

a) Déterminer les limites de la fonction f en 0 et en +co.

1
lim Inx = —oo et lim— = +o0o donc par produit de limites lim f(x) = —
x—0 x-0 x x—0
> > >
_Inx A . )
lim — = 0 (Théoreme de croissances comparées)
x>+ X

b) Calculer la dérivée f” de la fonction f.

La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ comme quotient de deux fonctions dérivables sur ]0; +oo.

l><x—1><lnx 1 — Inx

fr) ==

x2

c) En déduire les variations de la fonction f.
f'x)20=1-Inx 20 1= Inx & e > x car la fonction x — e* est strictement croissante sur I donc
sur ]0; +ool.
On en déduit les variations de f :
Si0<x<ef'(x)>0et f eststrictement croissante.
Six>e, f'(x) <0 et f eststrictement décroissante.

On peut résumer les informations des questions 1 a) b) et ¢) dans le tableau de variations suivant :

X ] e 400
f'(x) + 0 -
1
e
f
—00 0

2) Etude d’une fonction g.

(Inx)?

P

On considere la g définie sur I’intervalle ]0; +oo[ par g(x) =



On note C; la courbe représentative de la fonction g dans le repére orthonormal (0 ;7,7).
a) Deéterminer la limite de g en O, puis en +oo.

S . . Inx)?
Apres ’avoir justifié, on utilisera la relation : (n;c) = 4(

")

1
}Ci_r)r(l)(lnx)z =400 et }Cim— = +oo donc par produit de limites }Ci_r)% g(x) =+

> S0x >
4(ln\/§>2 B <2 lnx/E)z B ln(\/f)2 ’ B (ln_x)2 _ (nx)?

w) ") T\w ) TR T T
On pose y = V/x. xl—i>r-zloo\/§ = 400,

In
lim g(x) = lim 4 (_y) = 0 par croissances compareées.
X—+00 y—+oo y

b) Calculer la dérivée g’ de la fonction g.

La fonction g est dérivable sur ]0; +oo[ comme quotient et composée de deux fonctions dérivables sur ]0; +oo.

1
2 X =xInx X x — 1 X (Inx)? _ 2lnx — (Inx)? _ Inx(2 — Inx)

x2 x2 x2

g'(x) =
c) Dresser le tableau de variation de la fonction g.
gx)z20=nx(2—-Inx) =0

2—Inx >0 2> Inx & e? > x car la fonction x — e* est strictement croissante sur & donc sur ]0; +oo|.

x 0 1 e?
+00
Inx — 0 + +
2 —Inx + + 0 -
g'(x) — 0 + 0 —

On en déduit le tableau de variations suivant :

X 0 1 e? +00
g'(x) - 0 T 0 -
%
+oo =
g
0 0

3) a) Démontrer que les courbes Cy et C,; possédent deux points en commun dont on précisera les coordonnées.

Inx _ (Inx)?

fo) = g(0) & — =

Shx =)o (Inx)>-Inx=0=Inx(lInx—1) =0

Sx=1loux=c¢e



Les points d'intersection des courbes Cy et C, sont A(1;0) et B(e; é)

b) Etudier les positions relatives des courbes Cr et Cy.

2
Fo0 - gy =28 Iy

X

Sur I’intervalle ]0; +oo], me a le méme signe que Inx ;

On a le tableau de signes suivant :

X 0 1 e 400
Inx — 0 + +
x
1-—Inx + + 0 -
fO) —g(x) - 0 + 0 -

Sur les intervalles ]0; 1[ et Je; +oo[, f(x) — g(x) < 0 = f(x) < g(x) et donc Cr est en dessous de C,
Sur I’intervalle |1; e[, f (x) — g(x) > 0 = f(x) > g(x) etdonc Cr est au dessus de C,

Au points d’abscisses x = 1 et x = e, les courbes se croisent.

d) Tracer sur le graphique de I’annexe 1 (a rendre avec la copie) la courbe Cj,.
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4) On désigne par A I’aire, exprimée en unité d’aire, de la partie du plan délimitée, d’une part par les courbes Cr
et Cy, et d’autre part par les droites d’equations respectives x = 1 et x = e.

En exprimant 1’aire A, comme différence de deux aires que I’on précisera, calculer A.



€ ¢lInx ¢ (Inx)? ()21 [(nx)3]° 1 1 1
A:J-l(f(x)_g(x))dx:flex—fl x dle > ll—[ 3 llzi—gzgu.a.

n+1

Rappel : Quelque soitn # —1,0na u’ X u™ a pour primitive = Iciu=Inxetu = i

n+1’

Exercice 2 (4 points) (Polynésie, juin 2008)
0-1 -1 -1-1 -2
1) a) AB[1-2 | donc AB|-1| et AC|-3-2| donc AC|-5
4-3 1 2-3 -1
X - S X— .
ﬂ:_zzz et h:_SZS donc ii&
X 1 - % Y

donc les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas
proportionnelles

donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires
donc les points A, B et C ne sont pas alignés

b) n-AB =2x(-1)-1x(-1)+1x1=-2+1+1=0
n-AC =2x(-2)~1x(-5)+1x(~1)=-4+5-1=0
n-AB=0 et n-AC =0 donc n est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC)

donc n est un vecteur normal au plan (ABC)

x-1

c) Soit M (X;y;z) un point de I’espace. AM | y—-2

z-3
n-AM =0
2(x-1)-1(y—-2)+1(z-3)=0
2X—2—-y+2+2-3=0
2X—y+2-3=0
Une équation cartésienne du plan (ABC) est donc 2x—y+z-3=0

M e (ABC)

g0e0 ¢

X=2-2t
2) Soit (A) la droite dont une représentation paramétrique est : y=-1+t , teR
z=4-t
x=2-2x(-1) X =4 4
a)Pourt=—1,0ona:Jy=-1-1 soit <y=-2 donc D| -2 | appartient & la droite (A)
7= 4_(_1) z=5 5
-2

b) D’aprés 1’équation paramétrique de (A), le vecteur u| 1| estun vecteur directeur de (A)
-1



or u=-n donc le vecteur u est normal au plan (ABC)
donc la droite (A) est perpendiculaire au plan ( ABC)

3) Soit E le projeté orthogonal du point D sur le plan ( ABC)

a) E est le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC), or la droite passant par D et
perpendiculaire au plan (ABC) est la droite (A), donc E(x;y;z) appartient & la droite (A) et au
plan (ABC).

y=-1+t y=-1+t
E<(AB
e( C) = 4t = s —d_t
2Xx—y+2-3=0 2(2-2t)—(-1+t)+4-t-3=0
t=1 t=1
0
X=2-2x1 x=0
& = donc E| O
y=-1+1 y=0 3
z=4-1 z=3

b) DE =||DE| = {/(0-4)"+(0+2)" +(3-5)" =16+ 4+4 =24 =26 .

Exercice 3 (5 points)

1)

2)

3)

Pour tout entier naturel n non nul, pour tout réel 4, (e“")n est égal a:
(€7) =em =e™ réponse a
=e"") = cos(n@) +isin(nd) réponse d

Soit z un nombre complexe tel que z =x+iy (x ety réels).
. . . . 2 7 \
Si z est un imaginaire pur, alors |z|” est égal & :

|z|2 :|iy|2 :(\/y_z)2 =y? réponse a

—22 =—(iy)’ =ity =y’ = ‘22‘ réponse ¢

On pose z:—«/2+«/§+i«/2—«/§.

22 :(—J2+J§+iJ2—J§)2 :(—W)Q—Zi\/2+\/§x\/2—\/§+(im)z
=2+\2-2ia-2-2+2=22-2i2

- ol (2] - 75 s

C039=& cosezg .

Soit @ un argument de z, donc donc @=—= |2x
. 22 . J2 4 [27]
smez—T smH:—?



donc z2=4e * réponse b
1 0 1
2

] [

réponse d

2| [

4) On consideére trois suites (un), (vn) et (Wn) ayant, pour tout entier naturel n, les propriétés suivantes :

u, <v,<w,, lim(u,)=-1 et lim(w,)=1.Alors:
N—+ oo N—+ oo
.u 1 w1 .U +w
lim=2=-= et lim—=== donc lim—>—=2=0 et e°=1
n—>+wn 2 2 n—>+w 2 2 n—+w
Up+Vy
donc lime 2 =1 réponse b

nN—+

VneN, u,<v,<w, donc (v,) peutavoir n’importe quel nombre réel compris entre —1 et 1 comme

limite, ou méme ne pas avoir de limite réponse d
: e Uy =2 :
5) Une suite (u, ) est définie sur N par pour tout entier naturel n :
nil — EYn T
vneN, v, =u,,-1=2u -1-1=2u -2=2(u,-1)=2v, réponse b
vneN, w, =In(u,-1)=Inv,,=In2v, =In2+Inv, =In2+In(u,-1)=In2+w, réponse d

Exercice 4 (6 points)
Une entreprise fabrique, en grande quantité, des pieces métalliques rectangulaires dont les ctés sont exprimés

en millimétres. Un contréle de qualité consiste a vérifier que la longueur et la largeur de la piece sont

conformes a la norme en vigueur.

Partie A

Dans les questions qui suivent, les résultats seront approchés, si nécessaire, a 10™* prés.

On note E I’événement « Une piéce prélevée au hasard dans le stock de 1’entreprise est conforme ». On suppose
que P(E) =0,9.

On préléve au hasard 50 picces dans le stock. Le stock est assez important pour que 1’on puisse assimiler ce
prélévement a un tirage avec remise de 50 piéces. On considére la variable aléatoire X qui, a tout prélévement
de 50 piéces, associe le nombre de pieces conformes parmi ces 50 pieces.

1) Quelle est la loi suivie par X ? Donner ses parametres.

Lorsque 1’on préléve au hasard une pi¢ce du stock, il y a deux issues possibles : soit la piece est conforme avec
une probabilité p = 0,9, soit elle ne I’est pas avec une probabilité 1 —p = 0,1. On a donc un schéma de
Bernoulli. Si on preleve 50 pieces, on assimile le tirage a un tirage avec remise. On peut donc considérer que les
prélevements sont indépendants les uns des autres. La variable aléatoire X qui compte le nombre de piéces
conformes dans le prélevement suit donc la loi binomiale de parametres n = 50 et p = 0,9.

2) a) Calculer la probabilité que toutes les pieces soient conformes.

50
P(X =50) = (50> x 0,9%° x 0,1° = 0,9%° ~ 0,0052



b) Calculer la probabilité que, dans un tel prélevement, au moins une piéce ne soit pas conforme.
P(X<49)=1-P(X =50)=1-0,9° = 0,9948

3) a) Justifier que la loi de la variable aléatoire Z = ’;fp) peut étre approchée par la loi normale centree

Jnp(
réduite N(0; 1).
n=50>30,np=50x09=45>5etn(l1—-p)=50x%x0,1=52=5.

Nous sommes dans les conditions d’application du théoréme de Moivre-Laplace. On peut donc approcher
X—-np

Jl = —
Jnp(1-p)

par la loi normale N(0; 1).

b) Déterminer au moyen de 1’approximation précédente la probabilité que le nombre de pieces conformes,

dans un tel prélevement, soit supérieur ou égal a 40.

P(Xz40)=P(Zz43;;5)=13(zz—%§)=§+P(—53—ﬁsz<0):o,9908

Partie B

Une partie des picces de la production de 1’entreprise est fabriquée par une machine automatique appelée
«machine 1 ». M et N sont les variables aléatoires qui, a chaque piéce prélevée au hasard dans un lot tres
important fabriqué par la machine 1, associe respectivement sa longueur et sa largeur.

On suppose que M suit la loi normale d’espérance p; = 250 et d’écart-type o, = 1,95.

On suppose que N suit la loi normale d’espérance u, = 150 et d’écart-type o, = 1,52.

1) Calculer la probabilité que la longueur de la piéce prélevée au hasard soit comprise entre 246 et 254.
P(246 < M < 254) = 0,9598

2) Calculer la probabilité que la largeur de la piéce prélevée au hasard soit comprise entre 147 et 153.
P(147 < N <153) =~ 0,9516

3) Une piece est conforme si sa longueur est comprise entre 246 et 254 et sa largeur est comprise entre 147 et
153.
On admet que les variables aléatoires M et N sont indépendantes.
Montrer que la probabilité qu’une piece prélevée au hasard dans ce lot soit conforme est 0,9133.

Les variables aléatoires sont indépendantes donc

P[(246 < M < 254) n (147 < N < 153)] = P(246 < M < 254) x P(147 < N < 153) =~ 0,9133

Partie C
Une autre machine automatique de I’entreprise, appelée « machine 2 », fabrique également ces mémes piéces

en grande quantité. On suppose que la probabilité qu’une piece prélevée au hasard dans la production d’une



journée de la machine 1 soit conforme est 0,9133 et que la probabilité qu’une piece prélevée au hasard dans la
production journaliére de la machine 2 soit conforme est 0,879.

La machine 1 fournit 60% de la production totale et la machine 2 le reste.

On préléve au hasard une pi¢ce parmi la production totale de I’entreprise. Toutes les piéces ont la méme
probabilité d’étre tirées. On définit les événements A : « la piéce provient de la machine 1 », B : « La piéece
provient de la machine 2 » et C : « La piece est conforme ».

1) a) Construire un arbre pondéré traduisant cette expérience aléatoire.

b) Déterminer les probabilités P(A), P(B), P,(C) et Pg(C)
Par lecture de I’énoncé ona : P(A) = 0,6,P(B) =1—P(A4) = 0,4,P,(C) = 0,9133 et Pz(C) = 0,879.

2) Déterminer P(C). Interpréter le résultat.

Les piéces ne peuvent provenir que des machines 1 ou 2. Donc les évenements A et B forment une partition de
I’univers. On en déduit, d’apres la formule des probabilités totales, que :

P(C) =P(CNA)+P(CNB) =P, C) x P(A) + Pz(C) x P(B)

P(C) =0,6 x0,9133 + 0,4 X 0,879 ~ 0,8996 a 10~* preés.

Environ 90% des pieces sont conformes.

3) Calculer la probabilité qu’une piéce provienne de la machine 1 sachant qu’elle n’est pas conforme.

P(ANC) 0,6 x0,0867

Ps(A) = —= =
c(4) P(C) 1—0,8996

~ (,5181



