DST n°4 - Corrigé

Centre étranger - Juin 2007 (6 point)

Le but de I'exercice est de démontrer que 1'équation (E) : e* = o admet une unique solution dans

I'ensemble R des nombres réels, et de construire une suite qui converge vers cette unique solution.
I. Existence et unicité de la solution
X

On note f la fonction définie sur R par f(x) = x —e™*.
1) Démontrer que x est solution de I'équation (E) si et seulement si f(x) = 0.

f) =0 x—e*=0x=ee""oxe*=1=¢e* :iﬁxestsolutionde(E)
2) Etude du signe de la fonction f.

a) Etudier le sens de variation de la fonction f sur R.

f estdérivablesur Ret f'(x) =1—(—e™™) =1+e7*.

Quelque soit x réel, e™ > 0 donc f’(x) > 0 et f est strictement croissante sur R

b) En déduire que I'équation (E) posseéde une unique solution sur R, notée a.

lim (—x) = —oet lim e =0 donc lim e ™ =0 etparsomme lim f(x) =+
X—>+00 y—>—00 X—4 00 X—>+0o

lim (—x) = +oet lim e¥ = +ocodonc lim e™ = 4o et par différence de limites
X——00 y—+00 X—>—00

lim f(x) = —o

X——00

La fonction f est continue et strictement croissante sur R. De plus :

Jim f() = —oo et lim f(x) = 4o

Donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans R que 'on nomme «a (corollaire du
théoreme des valeurs intermédiaires).

Deplus f(x) =0 & e* = %donc a est 'unique solution de (E).

¢) Démontrer que a appartient a l'intervalle E ; 1].

f G) ~—0,1<0etf(1) = 0,6 >0donccomme f eststrictement croissante sur E, 1] on a% <a<l

d) Etudier le signe de f sur l'intervalle [0; a].
f est strictement croissante sur R donc sur [0; a] et f(a) = 0 d’ou le tableau de signes :

X 0 a
f(x) - 0

II. Deuxiéme approche

1+x
1+eX

On note g la fonction définie sur l'intervalle [0; 1] par g(x) =

1) Démontrer que I'équation f(x) = 0 est équivalente a I'équation g(x) = x.

1+ x 1
g(x)=x=>1+ex=x<:)1+x=x(1+ex)=>1=xex<=)ex=;(=>f(x)=0




2) En déduire que a estl'unique réel vérifiant g(a) = a.
D’apres la question I-2)b) a est I'unique solution de (E).
Orglx) =xe=e*= i < f(x) = 0 donc a estl'unique réel vérifiant g(a) = a.

3) Calculer g'(x) et en déduire que la fonction g est croissante sur l'intervalle [0; a].

1+e*—(1+x)e* _ 1-xe*  —e*(x—e™¥) _ -e*f(x)
(1+e¥)2  (1+e?)2 (1+e¥)Z  (1+e¥X)?

La fonction g est dérivable et g’'(x) =

Quelque soit x réel, (1 + e*)? > 0 donc g’'(x) ale méme signe que —e*(x—e ™) ;
Or sur [0; a], x—e ™ < 0 et ne s"annule qu’une fois en x = a. Donc g'(x) = 0 et g est strictement

croissante sur [0; a].

III. Construction d'une suite de réels ayant pour limite

On considére la suite (u,) définie par: u, = 0 et, pour tout entier naturel n, par: u,.; = g(u,).
1) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natureln: 0 < u, < u,;; < a.
Initialisation : u; = g(uy) = g(0) = % DoncO0=uyy<u; <«

Hérédité : Supposons qu'’il existe un entier naturel k telque: 0 Sy, <upy; <

Comme g est strictement croissante sur [0; a], on a:

0<up Supyr < a e g(0) < glu) < g(ug+1) < g(a)

De plus g(0) = % >0etgla)=a

Donc0 fup, Suyp i <a=0< Uy S Uy < a

Conclusion : Quelque soit n entier naturel, 0 < u, < u,;; < @

2) En déduire que la suite (u,) est convergente. On note [ sa limite.

La suite (u,,) est croissante et majorée par a donc elle converge vers une limite 0 < [ < a.
3) Justifier I'égalité : g(1) = L. En déduire la valeur de L.

lim u,4; = lim u, & g(l) = lcarlafonction g est continue sur [0; a] donc en particulier en L.
n—+oo n—+oo

[ est donc solution de I'équation g(x) = x. Donc [ = a.

Polynésie - Septembre 2007 (4 points)
La végétation d'un pays imaginaire est composée initialement de trois types de plantes :
40 % sont de type A, 41 % de type B et 19 % de type C.
On admet qu’au début de chaque année :
e Chaque plante de type A disparait et elle est remplacée par une et une seule nouvelle plante de
type A, B ou C.
e Chaque plante de type B disparait et elle est remplacée par une et une seule nouvelle plante de
type A, B ou C.

e Chaque plante de type C disparait et elle est remplacée par une et une seule nouvelle plante de

type C.



La probabilité qu’'une plante de type A soit remplacée par une plante de méme type est 0,6 et celle
qu’elle le soit par une plante de type B est 0,3.
La probabilité qu’'une plante de type B soit remplacée par une plante de méme type est 0,6 et celle
qgu’elle le soit par une plante de type A est 0,3.

Au début de chaque année, on choisit au hasard une plante dans la végétation et on releve son type.

Pour tout entier naturel n non nul, on note :
e A, I'événement « la plante choisie lan — iéme année est de type A »
e B, I'événement « la plante choisie la n — iéme année est de type B »

e (, ’événement « la plante choisie lan — iéme année est de type C »

On désigne par p,, q, et 1, les probabilités respectives des événements 4,, , B, et C,,.

Compte tenu de la composition initiale de la végétation (début de

I'année n° 0) on pose : débur de début de

po = 0,40,40 = 0,41 et 75 = 0,19. danparls i o

1) Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-contre, en remplacant

chaque point d’interrogation par la probabilité correspondante.

Aucune justification n’est demandée pour cette question.
2) a) Montrer que p; = 0,363 puis calculer gq; et r;.

p1=pAyNA)+p(ByNnA4;))=04x%x04+0,3x%x0,41=0,363

q. =p(A4oNnBy) +p(ByNnB;) =04x%x03+0,41x0,6 =0,366
11 =p(AyNC) +p(ByNCy)+p(CoNCy)

=04x01+041x01+0,19=0,271

b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul :

{pn+1 = 0,6p, + 0,3q,
dn+1 = 0,3p, + 0,69,

On peut modéliser la situation par I'arbre suivant :
Pn+1 = P(An N Apy1) + (B N Apyq) = 0,6p, + 0,3q,
Gn+1 = P(An N Bpyq) + p(Byp N Byyq) = 0,3p, + 0,64,




3) On définit les suites (S,) et (D,,) sur N par:
Sn=qn+prnetDy, =qn—py

a) Montrer que (S,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.

On admet que (D,,) est une suite géométrique de raison 0,3.
Sn+1 = Qn+1 + Pns1 = 0,6p, + 0,3q, + 0,3p, + 0,69, = 0,99, + 0,9, = 0,9(p,, + q5,) = 0,95,
Donc (S,,) est la suite géométrique de raison 0,9 et de premier terme S, = py + qo = 0,81

On montrerait de méme que (D,,) est la suite géométrique de raison 0,3 et de premier terme

Dy =0,41-0,40 = 0,01.
b) Déterminer les limites des suites (S,,) et (D,,).

La suite (S,,) est la suite géométrique de raison 0,9 et de premier terme S, = 0,81 donc

S, = 0,81 x0,9™.

09 €]-1;1[donc lim 0,9" = lim S, =0

n—-+oo n—-+oo

On obtient le méme résultat pour D,,.

c) En déduire les limites des suites (p,), (q,) et (7;,). Interpréter le résultat.

_Sn_Dn
Sn=pntan _ )" 2
Dy = qn —Dn _Sn+Dn
qn_ 2

Donc lim p, =0 et lim g, =0
n—+oo n—+oo
Commer, +q, +p, =1, lirﬁp =1
n—-—+oo

Along terme, les plantes A et B vont disparaitre et il ne restera que des plantes de type C.

Métropole - Septembre 2012 (5 points)

L'objet de cet exercice est d'étudier la suite (u,,) définie sur N par:

uy, = 3 et pour tout entier naturel n, u,,, = %(un + i) (o)

On pourra utiliser sans démonstration le fait que pour tout entier naturel n, u,, > 0
1) On désigne par f la fonction définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = ;(x + %).

Démontrer que la fonction f admet un minimum.

ro=3(-5) -5

f'(x) ale méme signe que x? — 7
[0 =00 =7 =0 (x=VT)(x+V7) = 0

11y a une solution unique dans l'intervalle ]0; +oo[ : x = /7



x? — 7 est positif & I'extérieur des racines et donc négatif entre 0 et v/7.

On en déduit que f est décroissante sur [O; \/7] et croissante sur [\/7; +00[. La fonction admet donc un
- a3 _1 RAYEE! _
minimum enﬁegalaf(\ﬁ) = 2(\/7-'_\/7) = 2(\/7+\/7) =/7.

En déduire que pour tout entier naturel n,u,, > 7.

Comme /7 est le minimum de f (x) sur ]0; +oo[ on a pour tout entier naturel n,
Ups1 = f(u,) =7 .Deplus, u, = 3 > /7. Dong, pour tout entier naturel n, u,, > 7
2) a) Soit n un entier naturel quelconque.

Etudier le signe de w11 — u,,.

1 7 1,7 1(7—u,?)
Up+1 — Up zz(un'i'u_)_un :_<__un) =5
n

%>O,un>0etun2\/7=>un_7=>un—7>0:>7 u2 <0
Donc uy41 —u, <0
b) Pourquoi peut-on en déduire que la suite (u,)est convergente ?

Ups1 — Up < 0 = (u,) est décroissante.
De plus elle est minorée par /7 donc elle converge vers une limite [ > /7
c) On déduit de la relation (a) que la limite [ de cette suite est telle que [ = % A+ %).

Déterminer L.

: : 1 7 7 . .
lim un+1=nl_1)r11wun<=>l=§<l+7)<:)2[=l+—(:>l = 7 = | = \/7 car la limite est positive

n—-+oo l

2
’ . -7
3) Démontrer que pour tout entier naturel n, u,,; — V7 = %—(u” V7) :

Un

un+1—\/7=1(un+%)—\/7=1<un+u—7n—2\/7)=%<u%_2\/7u"+7> 2 (un \/_)

2 2 Uy Upn
4) On définit la suite (d,) par:

dy =1 etpour tout entier natureln,d, ,; = %dnz

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, — V7 < d,,.
Initialisation : uy —vV7 =3 -7 =0,35<1=d,
Hérédité : On suppose qu'il existe un entier naturel k tel que u;, — V7 < d

v7)°

Uy

Ugt+1 — V7 = (uk

. . 1
Or quelque soit n entier naturel u, > V7 = u, >1=—<1

Un

— 2 2
Donc 1 — V7 < @ = L = di+1

2

L’hérédité est prouvée.

Conclusion : Pour tout entier naturel n, u, — V7 < d,,.



b) Voici un algorithme :

Variables n et p sont des entiers naturels

d est un réel
Entrée Demander a I'utilisateur la valeur de p
Initialisations Affecter a d la valeur 1

Affecter a n la valeur 0
Traitement Tantqued > 107P

Affecter a d la valeur 0,5d?

Affecter anlavaleurn + 1

Sortie Afficher n

En entrant la valeur 9, I'algorithme affiche le nombre 5.
Quelle inégalité peut-on en déduire pour ds ?

d, < 107°désquen = 5.Doncds < 107°

Justifier que us est une valeur approchée de v/7 a3 107° preés.

—7 <ds © us — V7 < 1079 donc us est une valeur approchée de v/7 3 10~° prés.

Métropole - Septembre 2007 (5 points)

Soit les nombres complexes z; = V2 + V6,2, =2 + 2i et Z = =

Z2
1) Ecrire Z sous forme algébrique.

7y V2+iV6 (\/_+l\/_)(2—21) (x/?+i\/€)(1—i)_\/§+\/€+i(\/€—\/§)
Tz, 2+20 4 - 4

2) Déterminer les modules et arguments de z;, z, et Z.
|71 = V2 + V6| = v2¥6 = VB = 22
|2,] = VAT A =B =22

Z; —Zﬁ(i\/_-}-li\/_) —\/§<%+i§>:>z4rgzl =g mod2n
2 1 V2. W2 s
—ZV_(W_+LT_)—2\/_(\/_+LF)—2\/_< +17>=>Argzzzz mod2mn

I
ArgZ = ArgZ—1 = Argz, — Argz, = 12 mod2n
2

; . T . T
3) En déduire cos S etsin.

V2+V6

cos%zRe(Z)z et sin ——Im( )—\/—4\/—



4) Le plan est muni d’'un repere orthonormal, on prendra 2 cm comme unité graphique.

On désigne par A4, B et C les points d’affixes respectives z;, z, et Z.

Placer le point B, puis placer les points 4 et C en utilisant la regle et le compas (on laissera les

traits de construction apparents).

>

>
>

On place le point B de coordonnées (2 ; 2)

On trace le cercle de centre O et de rayon OB (2V2)

On trace le point A comme intersection de la médiatrice du segment [OI] et de I'arc de cercle
0] (cosg > 0et sing > 0).

Le point F comme intersection de la médiatrice du segment [0]] et de I'arc de cercle O]
(cos% >0et sin% > 0).

Le point C sur le cercle de centre O et de rayon 1 et sur la bissectrice de 'angle IOF

5) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z2°°7,
LT

7 =e'12

|Z2007| = |7|2007 = 1

ArgZ?°%7 = 2007ArgZ mod 27

= 2007 X = mod 2m
12

6697
== mod 21

6721T—3T
= mod 21

31
== mod 21

V2 .2
2 2

3T .. 3T
Donc Z?%°%7 = cos (_T) + isin (_T) —_Y¥2_ ;¥2



